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1. Zeigen Sie:

(i) Die Familie aller beschrénkten (offenen, abgeschlossenen oder halboffenen) In-
tervalle bildet einen Halbring auf R.

(ii) Der Durchschnitt zweier Halbringe H; und #H, auf einer Menge X ist im allge-
meinen kein Halbring.

2. In der Vorlesung wurde der folgende induktive Prozess zur Erzeugung eines Rings
aus einer beliebigen Familie von Teilmengen beschrieben:

Gegeben eine Familie £ C P(X) von Teilmengen, so definieren wir eine aufsteigende
Folge von Familien 7o C F; C ... C F,, C ... C P(X) durch Fy := U {0} und

Fn:={A\B,AUB|A B€ F, }

fiir n > 1. Dann ist die Vereinigung F, := U,F, der von & erzeugte Ring.
Zeigen Sie, dass die Inklusionen F, C F,;; im allgemeinen alle strikt sind.
3. (i) Sind R; Ringe auf Mengen X; mit Erzeugendensystemen & C R, firi=1,...,n,

so wird der Produktring R1X...XR, auf X x...x X, von der Familie von Quadern
&1 x ... x &, erzeugt.

(ii) Sind die Ringe R; sogar Algebren, so wird die Produktalgebra R; X ... X R,
von der Familie von Zylindermengen Z = Z(&y,...,¢&,) erzeugt.

4. Sei H C P(X) ein Halbring und p : H — [0, o0] ein Inhalt. Dann gilt fiir A, B € H
mit AU B € H, dass

p(AUB) + (AN B) = u(A) + pu(B).

5. Sei R C P(X) ein Ring und sei die von ihm erzeugte Algebra A C P(X) echt
grofler, R C A. Zeigen Sie, dass jeder Inhalt g auf R zu einem Inhalt g auf A
fortsetzbar ist, jedoch im allgemeinen nicht auf eindeutige Weise.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass fiir Teilmengen A, B € R stets gilt, dass CA ¢ B.

Wenn Sie Thre Ubungen bis Freitag dem 3.11.2023 um 16:00 Uhr in Moodle einreichen, versuchen wir Ihnen zu méglichst
vielen Threr Abgaben eine Riickmeldung zu geben. Bitte benennen Sie die Datei als B2_.Namel_Name2, wenn Sie z.B. zu

zweit abgeben, wobei Namel der Nachname der einreichenden Person sein sollte.



@ issung
(i) Wir bereidwen die Menge der beschrinuitn  Interwalle mit &R
*Pe R uar
* for Fem gt - T Bt &n Ervall = T konuex
L= seien acbh  omg I, daw 3’.“ fir tefe) und '-nf\"-aéb ouch
o= (1-ya+r to (5 (A-tdx + t! & (A-Edb + the
=" 18F T kowex . so  omch Pfa.d-mt\n. und doamil ein  \nreevall
Da  Schnilie ven konvexen Mﬂnaen konvex sind, folgt, dast Schniflt  yon  Inltrvallen  Indecvalle  gnd.
Fallt eneg  der beiden \njevalle  bewhvonkt st, o0 st ameh ihr Scheilt | da  dieser dorin enthalien ist
* lst I e R oin begthrEnkie] Infervall, So st RN} LW R mir L, RS nkrvalle
Fir ein  weiltres beschrdnkies Wervol T el wh 353 - T n(AVY) = (B nALdU(TAR) cine disjuniele

v:re'.n'»ama von  beschronkien  inervallen

W, ig, B4}, B2, B3}, £4130Y und = §9, §433, £4233) sind  Halbringe awf - §4,2,3Y

Aber R.nA M, = fo, 121, f42,33Y 8t kein tolering mehe |, da  sieh §a2,33\12) = §4.3) nicw

als Hue‘niama disj. Mengen awmy K. M. dargiellen \Gsst. a
® Lésung

e gefeTa foigt mit Indultion dgefar = A\P: AcT. for ale Ac [i. und nem.
insbesondere gt oo ¢ f. Vnem .
seien AB € .. Donn gt ABef. fir n hinrcichend grep .
Domit folgt AVS, AUB € Jas fu . Domit st fi cin Ring (der £ enthald),
Do. jeder Ring £ . enhalitn muss, folgl, doss fa der ven € erteugit Ring st
0 »
@ Lissung
(&) s 2 cm Ring omf X fur i24.m und B 6 R cn  Erreugendoasyiien
Donn wird R.B.. 8 Rn wvon E.¥ .. *E. men.aﬁ.
Es genighr  jewslt den Fall n=2 au belrochien . Der allg. Foll folgt mit  Indulchion.
Fur Mie €. befrachien wir  fo- fR.€ 2. RaxMieRY, wobe N den von E.% €. erteugitn
Ring ber€icwe. B gt E.c R, da L& e R,
weiter ist R ongesichts (AxMA) OCB> ML) = (AUBD* M und (AxHOINCBxMd: (ANB)xM,
fir ABe R, - stabil wnd \-stalail .
Domik  foigk R, - R, Da ML €. bel. folgt Ri =fR1€ Fr: RaxRieRF- M
wegen  R.e R. bel, folgt R RS R. Do Rein """3 s\ folgt weiler R.BM.eR.

Die  Inklution R & R+ @ R gkt offensichilich, o



() Sind ., N2 seged Algeren | 0 wird R, TG 4 von den Fyundermengen
% e, - En)  eracugt
S6. R oder von A (£, .-, &) crremglt Rng . Nach (LD geniigt e 3., dast
Ev .2 E. s R, Far WEE |, ia.,n ist

MawoxMas (HMax X Xadn _a(Xax o x¥aXWa) ER, do R A-stokil

* Su X &Nt uwnenduche Menge . S& € die Menge oer Einpunkimengen.
M Indulchion foigt 1M1 ¢ 2% fir Ac T una, dast J.  alle Mengen der Grige 2" enthalt.
baroms figt R s fic.sh e

® 1es ung

Da R ein t\dhr'ma isk, exighery pw d'\:"‘uﬂkk Mengen C.,. ,Ca€M und D, . DmeM, 6 sd.
AAD - Cau..wls uwnd BAA-D.U .. uDm

Donn 1% Ayl (AAB) LBVAY L(AND) = C.u.. UG~ U Da L —LDm U (ARG

Damit folgt  p(AUBD + w(AAB) = (e Tt pleDF MDD+ v pmlDm) + wlAABI* p(AAB)
=P+ p®), da Ac U u(AnS) und B D.u..uDmu(AnB)

Altrnafiv: Beauwhe, dou Sidh i 2w Inhalt  auf cricugienn Ring fortsent .

ware A SB, 56 st A~ BAA“ = B\A € und domit ¥ - AUA‘c R, also R cine Algtera.
Ein  Widersprach 2w R s A D
Depmicre F.ﬁ—-{o,-:l durch p(nhptn fir Aec R und”.(h‘\- toe fUr Ae R
Dies i3t ols Fih.  wokldef. Cvgl. Blak 4) wnd seht p fort . Es bleibt Addibwivat nochiuweisen.
S A= Au.wAn eine dfjunki Tolegung von AcA  durch Meagen A e A,
st Ac i, so fagt mit D A, ., A eR und domit HUAY- pUAD - pdAD ¢t AR - G CADY L G (A
Songk st gn A€ AV u-stelel a3t Doen st B LAY = e - p(a.‘)+,,_-m+ =t p ALY
—een
S6 X ecine michileere WMenge . Donm st R=10) cin Ring omf X und A - 4, X] dic ericugie Ageora

e - A — [0,+o0) Jdet. durch ,“(.QJFO wnd ,nu‘..x)-c def. fr celo,+on] bel. cinen Inhalt omf A



